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Ozetce

Makalenin Giris bolumii, Degiskenlikler Hesabi’nin (Calculus
of Variatons) tarihsel gelisimi ve metodun Optimal Kontrol
Teorisinde kullanilmak tizere, bilhassa Pontryagin Maksimum
Prensibi kapsaminda, olgunlastirilmasi ve yorumlanmasi
tizerine nisbeten detayli bir derleme olarak hazirlanmstir.
Ikinci boliimde, kalp-damar sistemi fizyolojisi ve sistemde yer
alan geribeslemeli kontrol mekanizmalari kisaca tanitilmistir.
Yontem ve Bulgular bagligi altinda, Simiilink tabaninda
tasarlanan basit bir analog elektrik devresi orneginde, kalp-
damar sistemi hemodinamik denklemlerinin ¢ikarimi ve
denklemlerden elde edilen basing ve hacim benzetimleri
sunulmustur. Tartisma boliimiinde ilk olarak, tabiattaki tiim
yasam ve hayatta kalim orneklerinde oldugu gibi, dolasim
sisteminin de optimal kosullarda islemek iizere evrildigi
varsayimi ileri siiriilmiistiir. Akabinde, gergege yakin (yani
verilen 6rnekten daha karmasik) analog modellere fizyolojik
kontrol mekanizmalarinin entegrasyonu konusunda siiregelen
calismalarimizdan bahsedilmis, bu kapsamda 6zellikle
Pontryagin Prensipleri uyarinca énerdigimiz birtakim tasarim
stratejileri ve karar algoritmalar1 tartigiimigtir.

Abstract

In the first part of this communication, the historical
development of Calculus of Variatons and its integration in
Optimal Control Theory is briefly described, with particular
emphasis on Pontryagin Maximum Principle as a major
contibution to the analytical and interpreative power of the
methodology. The second part is dedicated to the explanation
of cardiovascular system physiology and the natural feedback
mechanisms that are at play therein. Next, ventricular and
circulatory dynamics are modeled on a representative
electrical analogue circuit, the volume and pressure outputs of
which are compared to physiologic tracings from the
literature. In the Discussion section, the hypothesis is
proposed that, to survive metabolic stressors as well as
environmental disturbances, the circulatory system has
evolved to operate under optimal conditions. Along this
assumption, our ongoing efforts to apply Optimal Control
Theory principles to the modeling of cardiovascular feedback
mechanisms are described, particularly in the context of
incorporating the Maximum Principle in the formulation of
control algorithms and decision strategies.
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1. Giris
1.1 Yasayan Gii¢ (vis viva) ve Eylem (Action):

“En mitkemmel bi¢cimde tasarlanmis bir evrende, tiim fiziki

sireglerin  miimkiin olan eniyi (optimal) kosullarda
gergeklesmesinin gerekliligi” disiincesi ilk defa 1741-1750
yillar1 arasinda yaymlanan doért makalesinde Fransiz
matematik¢i Pierre Louis Maupertuis tarafindan  6ne

stiriilmiistii [1-4]. Maupertuis, 1729°da Basel Universitesinde
Johann Bernoulli’nin danismanliginda ¢alisirken, kendisinden
iki kusak oOnce aymi kurumda matematik profesérii olan
Gottfried Wilhelm Leibniz’in eserleriyle tamigmis, bu
yazilarda biiyiik tstadin vis viva (yasayan kuvvet) adini
verdigi bir kavramla karsilasmigti. Tanrisal degismezligin
diinya yiiziindeki izdiigimii olarak tanimladiklar1 m. |v|
kavraminin tabiattaki miktarim eksilip artmayacak sekilde
korundugunu ileri siiren Descartes [5] ve takipgilerinin aksine
Leibniz,  vis viva olarak tanimladigi m.v? miktarinin
degismezligini savunmaktaydi [6]. Maupertuis’un Leibniz’den
esinlenerek ilk makalesinde gelistirdigi teoriye gore, bir sistem
“... 0ylesine 6zel bir pozisyonda dengeye (hareketsiz konuma)
gelir ki, bu konfigiirasyonda olusacak sonsuz kiiciik
(infinitesimal) bir degisiklik, “vis viva” degerinde ancak ayni
derecede kiigiik bir degisiklige yol agar.” Sonralari vis viva
yerine “Eylem” (Action, A) terimini kullanmay: tercih eden
Maupertuis, ikinci makalesinde “bir 151k hiizmesinin birbirine
bitisik fakat degisik yogunluktaki iki ortamdan gegerken,”
ticiincii makalesinde ise “noktasal bir kiitlenin gelisigiizel bir
yergekimsel alanin etkisinde yol alirken” en kisa mesafeyi
katetmelerini teorisine destek olarak gosterdi.

1.2 Degiskenlikler Hesabi (Calculus of Variations):

“Hareket” ve “Kuvvet” kavramlarinin gergek igeriginin
matematikei filozoflar (ya da filozof matematikgiler) arasinda
siddetle tartisildigi o yillarda Maupertuis’in en 6nemli
destekgilerinden biri, kendisi de 1720-23 yillar1 aras1 Basel
Universitesi’nde Johann Bernoulli ile ¢aligmis olan, zamanin
en saygin bilim insanlarindan Leonard Euler idi. Nitekim
Euler, Maupertuis’in 2. makalesiyle aymi yilda (1744)
yaymmladigr c¢alismasinda, ondan aldigr ilhamla, “Asgari
Eylem Ilkesi”ni (Principle of Least Action) one siirdii [7].
Bundan 10 y1l kadar sonra, heniiz 19 yasindaki Joseph Louis
Lagrange, matematik iliminde ¢igir acacak nitelikte birtakim
o6nermelerini, 12 Agustos 1755 tarihli bir mektupta Euler’le
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paylasti. Mektupta Lagrange Gallileo’dan beri Fermat,
Huygens, Newton, Johann ve Jakob Bernoulli kardesler, ve
L’Hopital dahil olmak tizere kendinden &nce gelen birgok
istadin  ¢6zmek icin ¢aba sarfettigi Tautochrone (ve
dolayisiyla Brachistochrone) problemine yepyeni bir analitik
¢6ziim ve c¢oziimde kullanilmak iizere yepyeni bir notasyon
getiriyordu [8]. Tautochrone (tauto: esit, chrone: zaman)
problemi, &6zel bir yoriingenin (path) denklemini bulmaya
yonelikti. Bir dik diizlemin degisik yiiksekliklerdeki iki
noktasi arasinda ¢izilecek bu yoriinge tizerindeki her hangi iki
noktadan birakilan bilyelerin, yalnizca yergekiminin etkisiyle,
en alt noktaya ayni zamanda erismeleri gerekiyordu. Rotanin
diiz bir ¢izgi olamayacagi asikardi. Fakat Galileo Galilei bile
problemin dogru cevabini 1skalamis, 1638 yilinda bunun bir
¢ember olmasi gerektigini iddia etmisti [9]. Egrinin gergek
denklemi 1673°de, pandiil tipi saatler imal etmekle hayatini
kazanan, bos zamanlarini ise Leibniz’e doktora danismanlig
yapmakla geciren Christiaan Huygens tarafindan bulundu.
Huygens, kendi icadi olan “Reductio ad Absurdum”
(Anlamsiz derecede kii¢iik boyutlara indirgeme) metodunu
trigonometriye uyarlayarak s6z konusu egrinin koordinatlarini:

x=1r(0—sinfH)
e g
y=r1r(1-cosf)

bi¢iminde ifade etti [10]. Denklemlere agina olan Huygens i¢in
bunlarin bir yuvarlanma egrisinin (cycloid) Kartezyen
koordinatlart oldugunu belirlemek zor olmamisti. Semboller
egriyi olusturan c¢emberin yarigapt (r) ve g¢emberin anlik
yuvarlanma agisini () tanimlryordu. Huygens’in motivasyonu
teoriden ziyade pratik bir ihtiyagtan kaynaklaniyordu:
Coziimii, agik denizlere yelken agan kasiflerin bulunduklart
enlemi hatasiz hesaplamakta kullanacaklart ve periyodu
salimmm genliginden etkilenmeyecek bir saat yapiminda
kullanmak niyetindeydi. Bunu takip eden iki yil boyunca
Leibniz, hocasmmin notlarindan ¢alisarak  “Absurdum”
yontemini gelistirdi ve “yeni ve mucizevi kuvvette bir metod”
buldugunu tiim Avrupa’ya ilan etti. “Infinitesimal Calculus”
(Sonsuz Kiigiikler Hesab1) adin1 verdigi metodun semboliinii
de “Summation” (Toplama) kelimesinin ilk harfinden secti.
Hatta, Mayis 1697°de, yeni metodunu Brachistochrone
probleminin (brachy: hizli; Tautochrone problemindeki iki
nokta arasinda bilyenin en hizli diisiis yoriingesinin denklemi)
analitik ¢oziimiini bulmakta kullandi [11]. Gerg¢i Leibniz’in
gururla tekrar tekrar “benim” diye bahsettigi metodun
neredeyse tipkisini Isaac Newton 10 yil 6ncesinden kesfetmis,
iistelik metodu ayni problemi ¢6zmekte kullanmis ve ¢oziimii,
Ocak 1967°de, yani Leibniz’den 5 ay 6nce Kraliyet Akademisi
yaym organinda anonim olarak yaymlanmist: [12]. Ustelik
rivayete gore Leibniz’in 2 aymi alan ¢6ziimii Newton,
darphanedeki isinden erken dondiigii bir gece, sabaha kadar
calisgarak  bulabilmisti. Newton’un makalesini anonim
yayinlamasi igse yaramamis ¢iinkii Johann Bernoulli ¢6ziimii
goriir gérmez “aslani pengesinden” taniyivermisti. Bu, bu yeni
metodu kimin daha 6nce buldugu konusunda iki dev arasinda
yillardir siiren bir tartismanin sadece kiigiik bir pargasiydi[13].
Ote yandan Brachistochrone problemini ¢ézme isi de,
aralarinda de L’Hopital ve Johann Bernoulli ile abisi (ve
hocasi) Jakob da olmak {iizere, Avrupa’li matematikgileri
birbirine diisiiren ilging bir yarig haline dénmisti [14].
Sonugta Tauto- ve Brachystochrone egrilerinin ortak
denklemi, “Sonsuz Kiigiikler Hesab1” notasyonuyla
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y
= dy @

dx =

olarak verilecekti. Simdi Euler’in okumakta oldugu mektupta
ise Lagrange, Tautochrone egrisini bulmaya digerleri gibi
enerjinin korunumu prensibiyle

v =429y 3
baslasa da, bunu egri iizerindeki bir mesafenin yatay ve dikey
koordinatlar cinsinden tiirevsel ifadesi

ds = /1 + (%)2 dy
=1+ (@)2dy “

ile birlestiriyor, ve baslangic-bitis noktalar: arasindaki zamani
bir integral olarak ifade ediyordu:

_ L m [
t= Nz fo . dx %)
Integralin ¢6ziimiini
T
t=n \[; ©)

olarak hesaplayan Lagrange, egrinin iizerinde yuvarlanan bir
bilyenin en algak noktaya variy zamaninin bilyenin
yuvarlanmaya basladig1 noktanin yiiksekliginden (y) bagimsiz
oldugunu ispatliyordu. Buraya kadar strateji ve yol orijinal
sayllmasa da, Lagrange integrali ¢6zmek i¢in tamamen 6zgiin
bir yontem gelistirmisti. Daha baslangigta tautochrone egrisini
Maupertuis’in 6ne siirdiigii optimal konfigiirasyon,

Z=Z(y.y) @)
olarak kabul eden Lagrange, akabinde Eylem’i (A), Z
fonksiyonalinin (fonksiyonun fonksiyonu) baslangi¢ ve bitis
noktalar1 arasinda entegrali cinsinden tanimlamisti:

AG.Y) = 220 y)dx ®)

Bir sonraki adimda Maupertuis’in “bu konfigiirasyonda
yapilacak sonsuz kiigiik (infinitesimal) degisim” kavraminm
yine kendi icad1 olan "§" sembolizmini kullanarak "6Z" olarak
canlandiran Lagrange, son olarak, yine Maupertuis’in
terminolojisinde gecen “vis viva degerinde olusacak ayni
derecede kiigiik degisiklik” konseptini, “A fonksiyonunun
birinci dereceden (first order) degisiminin sifir olmasi,” ya da
teknik terimiyle “A’nin birinci dereceden duragan olmasi”
(stationary to first order) olarak yorumlamisti:
, y 0z 0z .,

5A(,Y) = fylz[ 5 +a—y,6y]dx =0 )
Euler mektupta sergilenen matematik dehasindan oldukga
etkilendi ve vakit kaybetmeden metodu ¢aligmalarina entegre
etti. Ayni zamanda formiildeki y degiskenini genel koordinat
sisteminde q semboliiyle gosterip, x degiskenini de “zaman”
olarak tanimladi. Bir yil sonra, Berlin Bilimler Akademi’sine
“Degiskenler Hesab1” (Calculus of Variations) basligiyla
sundugu bildiride, nihai denklemi

o 2@d =5 [3-2@ )] (10)
seklinde verirken “Turin’li gen¢ matematik tistadin1” referans
vermeyi ihmal etmedi [15]. Lagrange ise, 1788 yilinda
yayimladigt “Mechanique Analytique” baslikli basyapitinda
yonteme Euler-Lagrange (E-L) denklemi adimmi vererek
Euler’in nezaketini karsiliksiz birakmadi [16]. Kisa zamanda
klasikler arasina kabul edilen kitabinda Lagrange’in Kinetik
(T) ve Potansiyel Enerji (U) farki olarak ifade ettigi Z
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fonksiyonali literatiire “Lagrangian” (L) olarak gecti
L(g.9)= T—U = smq? - U(q) an

Zamanda veya uzayda onceden belirlenmis baslangi¢ ve bitis
noktalar1 arasinda siirtiinmesiz hareket eden bir sistemin
dinamik denklemlerini, sadece Kartezyen koordinatlarda degil,
genel (Or. polar veya silindrik) koordinatlarda da rahatga
verebilen E-L denklemi o kadar gii¢liydii ki, klasik mekanigin
tartismasiz yildizi olan Newton’un 2. kanunu bile neredeyse
unutulmaya yiiz tuttu. Bir sonraki adimda Lagrange [17],
kisitli  (constrained) optimizasyon problemlerinde kisit
denkleminin, Q(x,y), ve optimize edilmek istenen
fonksiyonun, F(x,y), optimal noktada ayni tanjanta dik (yani
birbirlerine  paralel)  olmalart  gerektigi, dolayisiyla
gradyanlarinin birbirlerinin skalar kat1 vektorler olmalari
sartindan hareketle, her iki fonksiyonu sabit bir g¢arpan
() vasitasiyla tek bir denklemde birlestirmeyi basardi:

V(F-1G) =0 (12)
Boylece kisitlt sistemlerin dinamigi de Lagrange Carpanlar
(Lagrange Multipliers) adi verilen bu metot ile kolayca
¢oziilebilir hale geldi. Avrupa’nin ihtilaller, katliamlar ve
savaglarla ¢alkalandigi bir ¢agda matematik alaninda
kaydedilen bu basarilar, siiphesiz fiziki uygulamalari da
beraberinde getirecek ve ufuktaki Endiistriyel Devrimin
isaretgisi olacakti.

1.3 Hamilton hareket denklemleri:

Bir sonraki yiizyillda, Dublin Trinity College’dan William
Rowan Hamilton (1805-1865), Legendre doniisiimlerini
kullanarak E-L denklemini Faz Uzayi’nda (Phase Space)
konum-momentum (q-p) genel koordinatlar1 cinsinden son
derece zarif bir simetriyle ifade etti:

M=y
o (13
aq =P
Bu denklemlerde kullanilan Hamiltonian (H)
H(q,p)=pg—L (14)
=mg>—(T-U) (15)
=mg® = (Gmg® ~U) (16)
=T+U 17)

direkt olarak sistemin toplam enerjisini, yani zamanda
korunan (conserved) bir degeri (quantity) veriyordu.
Hamilton’un hareket denklemleri, aralarinda James Clark
Maxwell (1831-1879), Ludwig Boltzman (1844-1906), ve
Satyendra Nath Bose (1894- 1974) olmak {iizere sayisiz
teorisyeni etkileyecek, Istatistiki Fizik biliminin temel
kuramlarin1 ortaya koyarak Termodinamik ve Kuantum
Mekanigi alanlarinin yolunu agacakti.

1.4 Optimal Kontrol Teorisi:

Otomatik Kontrol alaninda Degisimler Hesabi (Calculus of
Variations) metodunun kullanilmasi, II. Diinya Harbini takip
eden yillarin hemen ardindan soguk savasin baglamasiyla ivme
kazandi. Uzaya génderilecek uydularin yoriinge kontroliinden,
it dalasina giren savas ugaklarini en kisa zamanda en yiiksek
irtifaya  ¢ikaracak rotanin  (Brachistochrone problemi)
denklemine kadar, her konuda Rus ve Amerikali
matematikciler arasinda amansiz bir yaris bagladi [18]. Bu
gergin ortamda, Amerikan Hava Kuvvetleri komutani
Orgeneral H.H. “Hap” Arnold’un 6nerisi tizerine 1948 yilinda
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Santa Monica’da kurulan RAND (Research and Development)
Corporation, askeri projelere bilimsel destek saglamakla
gorevlendirildi. RAND Matematik ekibinden Magnus R.
Hestenes [19], Rufus P. Isaacs, ve Richard E. Bellman [20],
zaman kaybetmeden Optimalite, Gozlenebilirlik
(Observability), Kontrol Edilebilirlik (Controllability) ve
Yonlendirilebilirlik (Steerability) teorileri {izerinde ¢alismaya
basladilar. Rusya tarafinda ise, 1919 yilinda, Institute of
Physics and Mathematics Vladimir Andreevich Steklov
tarafindan Leningrad’ta (simdi St. Petersburg) kurulmus,
Enstitii’niin Matematik Bolimii 1934‘de Steklov Matematik
Enstitiisti adiyla Moskova’ya taginmisti. Lev Semyonovich
Pontryagin’in liderliginde 1955’den itibaren burada toplanan
matematik¢iler Vladimir Grigor’evich Boltyanskii ve Revaz
Valerianovich Gamkrelidze, ayni hizla ¢alismaya basladilar
[21]. Ugliiniin gayretleri daha 1957°de Ruslarin Sputnik’i
basariyla yoriingeye oturtmasiyla ilk meyvesini verdi. Bu
umulmadik gelisme karsisinda biiyiik bir panige kapilan
Amerikalilar cevap vermekte gecikmedi ve kendi uydularini
firlattilar. Boylece ilerleyen yillarda Soguk Savas’in
merkezine oturacak olan uzaydan bilgi toplama, savunma ve
saldir1 yarigi baglamis oldu [22].

1.5 Pontryagin maksimum prensibi (PMP):

Pontryagin ve ekibinin Optimal Kontrol Teorisine en dnemli
katkisi, Degiskenler Hesab1, Lagrange Carpanlart ve Hamilton
Hareket Denklemlerini bir biitiin halinde birlestirerek, durum
uzayimnda tanimlanmis dinamik bir sistemin belirli bir siire
zarfinda alacagi toplam degeri, kabul edilebilir (admissible)
bir veya birden ¢ok kontrol degiskeni (control, u, Rusga
“upravlenie=kontrol” kelimesinin bas harfi) kullanarak
maksimize eden bir yontem gelistirmis olmalaridir [23].
Metodun kisaca tanimi su sekilde yapilabilir:

Durum degiskenleri [state variables, x;(t), i=1,...,n] ve kontrol
[uj(t) (=1,...,m]) degiskenleri cinsinden sistemi belirleyen
fonksiyonal fy(x;,u;,t) olarak tanimlanirsa, optimize edilmesi
gereken Eylem (A) veya Amag¢ Fonksiyonali (Objective
Functional, J)

JGegupt) = J2 0wy, t)dt (18)
seklinde ifade edilebilir. Sistemin dinamik denklemleri ise n
adet, baslangic ve/veya bitis kosullar1 belirlenmis, birinci
dereceden tiirevli denklem ile gosterilebilir:

Xl =fl-(xl~,uj,t) Xl'(t= O/T) =Xl' 0T (19)
Bu asamada, dinamik denklemlerin birer kisit kosulu olarak
kabuliiyle, Langrange Carpanlar1 metodundan faydalanilabilir,
ve Eylem ve Kisit Kosullar yiikseltilmis (augmented) tek bir
denklem seti halinde birlestirmek miimkiin olur:

](xl-,uj, t) =
f:f{f()(xi, u;,t) 2o 2T ;@[ = filx, uj, t)]}df (20)

PMP formalizminde, Langrange garpanlarina denk gelen 1;(t)
degisken terimleri, Yikseltilmis Sistemin Ilisik Degiskenleri
(Adjoint Variables of the Augmented System) olarak
adlandirilmaktadir. PMP metodunda son olarak, Degisimler
Hesab1 yontemiyle, gercek optimal konfigiirasyonu temsil
eden Eylem’in birinci dereceden duragan (stationary) oldugu

varsayilir ve sadelestirilmis notasyon ile
t .
6] = ftlz O[fg — A;(x; — f)]dt =0 (21)

6nermesine varilabilir. Denklemin cebirsel manipiilasyonuyla
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5] = f‘tf 8[fo + A,f;1dt — f:lzs(zl-xi) dt

t
¢ . ; 2
5]: §{ft12[(f0 + llxl) + Alxl]dt - Alxl | tl}

8] = 6 [2[H+ Apx]dt = 0 (22)
1
ifadesine erisilir. Son denklemin eldesinde,

tanimlamast esitligi varsayilmistir. Bunun sebebi, esitligin sol
tarafindaki ifadenin Hamiltonian 6zelliklerini gostermesidir:

H _ .
Y A

oH 29

ax, = i

Bu iki iligki, sirastyla, orijinal sistem ve yiikseltilmis sistemin
dinamik hareket denklemlerini verir. Hamiltonian’in bir diger
ozelligi,

0H

o= (25)
ou ]

kontrol degiskenlerinin optimal yoriingelerinin (trajectory)
belirlenmesinde kullanilir. PMP metodu, dnceden belirlenen
bitis kosullarini en kisa siirede saglayan kontrol ydriingesini
hesaplamak i¢in kullaniliyorsa Optimal Zaman-Sabit Bitis
(Optimal Time-Fixed End Points) veya sadece Dikey Ufuk
(Vertical Horizon); bitis kosullarina dikkat etmeksizin Amag
Fonksiyonalini sabit zamanda optimize eden kontrol
yoriingesini bulmak i¢in kullaniliyorsa Serbest Zaman-Serbest
Bitis (Free Time-Free End Points) ya da sadece Yatay Zaman
(Horizontal Time) Problemi olarak adlandirilir.

2. Kalp-Damar Sistemi
2.1 Fizyolojik prensipler:

Kalp, metabolik ihtiyaci karsilamak i¢in kani viicuda gerekli
debi ve basingta aktaran pistonlu bir pompa olarak ele
almabilir. Dogaldir ki her pompa gibi kalp kasinin (miyokard)
da enerjiye ihtiyaci vardir. Nitekim, sol karmcigin aort igine

Prossurs (mm Mg}

E 8 Eo 8

Voluma (mé)

Sekil 1: Sol karincik basing ve hacminin zamanla degisimi /24].

bastig1 oksijenlenmis kanin nispeten kiiciikk bir yiizdesi
miyokard1 besleyen koroner damarlara girerek bu gereksinime
cevap verir. Pistonun her dongiisii (Cycle) boyunca,
miyokardin aktif olarak sikigarak (Sistol) belli hacimde kani
(Stroke Volume, SV) aorta pompalamasi (Ejection) esnasinda
viicut dokular1 okjenli kanla bulusur. Miyokardin gevsemesi
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siiresince  (Diyastol) aort iginde kalan kanin basinci
exponansiyel olarak diiser (Sekil 1). Bu siire zarfinda kanin bir
kisminin koroner damarlara dolmasiyla da kalp kasi gereken
oksijeni alirken, ayni zamanda kalan kan viicudu beslemeye
devam eder. Dongii siiresi (Period, T), sistol ve diyastol
toplam siiresine (sirasiyla, t; ve ty) esit, dongiiniin frekansiyla
(Heart Rate, HR) ters orantilidir:

60 dak/san
T san/vuru

HR = (26)

2.2 Kalp-Damar sisteminde kontrol mekanizmalari:

Sol karincigm baslica islevi, fiziki aktivitenin gerektirdigi
ortalama kalp debisini (Cardiac Output, CO) yeterli basing
degerlerinde tretmek, boylece metabolizmanin anlik enerji
(oksijen) ve besin ihtiyacinit karsilamak olarak tanimlanabilir.

CO (L/dak) = SV (L/dongii)* HR (dongii/dak)

Metabolizmanin normal seviyede seyrettigi (dinlenme, hafif
aktivite), yavasladigi (uyku, hipotermi) veya hizlandig: (fiziki
aktivite, yiiksek ates, vs) durumlarda, miyokardin hiicresel ve
beynin noéro-hormonal geribesleme mekanizmalar1 devreye
girer. Bu sayede 1) Siireklilik arzeden durumlarda sistem
kararli bir dengede (homeostasis) ¢aligtirilir, ya da 2) Degisen
metabolik kosullara ve digsal bozucu etmenlere (disturbance)
gore yeni denge kosullari olusturulur ve sistemin kararliligi
yeniden tesis edilir. Metabolik aktivite seviyesi ne olursa
olsun, fizyolojik 6ncelik sirasina gore:

. Dokularin  degisen oksijen ihtiyacini karsilamak
tizere CO denge seviyesi belirlenir. Bu islev HR (dolayisiyla
T) seviyesini ayarlayan ve sabitleyen (chronotropic) hormonal
mekanizmalar araciligryla gergeklestitilir.

. Diastolde karinciga giren ve sistolde karinciktan
¢ikan debiler esitlenerek karincik hacmi sabit bir dengede
tutulur. Frank-Starling Kanunu adi verilen bu mekanizma [25],
mikro  diizeyde  miyokard  hiicrelerinin  diyastolik
uzama/gerilme ve sistolik kasilma/kuvvet tiretme iligkisine
bagl olarak ¢alisir. [26].

. Dongii igindeki sistol/diyastol orani (ty/tg) belirlenir.
Denge kosullarinda HR sabitlenecegine gére ideal oran, sistole
eklenecek her milisaniyenin diyastolii ayni miktarda
kisaltacagi mantigina dayali bir kar-zarar hesabina
dayandirilir. Diyastol gerektiginden kisa tutulursa, karincigin
dolmas: i¢in tanman siire azalacagindan Frank-Starling
mekanizmas1 uyarinca CO diiger. Bu da hem sistemik
dokularin, hem de yalnizca diyastolde koroner damarlardan
beslenebilen miyokardin daha az oksijen almasina sebep olur.
Ote yandan diastol ¢ok uzarsa aorttaki kan basinci ¢ok
diiseceginden diger dokularin beslenmesi tehlikeye girer.

. Fiziki aktivite sirasinda artan debinin atardamar
basincini tehlikeli seviyelere yiikseltmemesi, ayni zamanda
koroner debinin miimkiin oldugunca yiikselmesi i¢in, damar
direngleri Ohm Kanunu’na goére ayarlanir. Bu mekanizma,
damar ¢apini etkileyen (vasoactive) hormonlarin salgilanmasi
ile aktive edilir [27].

. Metabolik talebin asir1 yiikselmesi durumunda
yukarida sayilan mekanizmalar yeterli olmayabilir. Boyle
anlarda, son ¢are olarak, miyokardin igsel (intrinsic)
kasilabilirligini  (contractility) modiille eden molekiiller
(inotropic hormonlar) devreye girmek zorunda kalabilir. Sol
karincik adalesinin kasilabilirlik seviyesinin yaygin olarak
kabul edilen en giivenilir gostergesi, sistol sonundaki
Basing/Hacim iliskisi (End-Systolic P-V  Relationship,
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ESPVR), ve bu iligkinin egimini gosteren Maksimum Elastans
(emax) parametresidir [28]. en. 1 fizyolojik 6nemi, dongiiniin
P-V diizleminde yansitilmastyla gorsellestirilebilir (Sekil 2).

150
Aortic
Valve 5 3
Closing (=
a ] 2 Aortic
:'E: 100 /oﬁ:rl:iig
£ ESPVR (S\Y4
Q50 B | Vaive
3 ) b Closing
Mitral 4 a pAI/
Val
o;.::.-?.g"__':_g- EDPVR
0 T —T T T
0 50 100 150
A A
ESV EDV
LV Vol (ml)

Sekil 2: Kalp Dongiisiiniin evreleri. a; Dolum (Filling), b: Sabit
voliimde stkisma (Isovolumic Contraction, IVC), c: Basma (Ejection),
d: Sabit voliimde gevseme, IVR). ESPVR, EDVPR: Miyokardin
kasilabilirlik/gevseyebilirlik endeksleri, ESV/EDV: Sistol/Diastol
sonu karincik hacimleri, SV: Stroke Volume (EDV-ESV).

Kalbe donen kan hacmi artarsa dongiiniin baglangici (Resimde
1 no.lu nokta) daha yiiksek bir diyastol sonu hacim (EDV)
degerine kayar ve diyasolik aort basinci (Nokta 2) bir miktar
yiikselir. Sistol sonu karincik basing (P.) ve hacmindeki
(ESV) artiglar ise Nokta 3’iin ESPVR ¢izgisi tizerinde saga ve
yukart hareket etmesiyle belirlenir. Dolayisiyla ESPVR
¢izgisinin egimi (ey.x) ne kadar yiiksekse, ESV o kadar az
artacak, dolayisiyla SV o kadar yiiksek olacaktir. Sabit e,
degerinde EDV’deki artisa cevap olarak SV’nin kendiliginden
artmasi  Frank-Starling mekanizmasinin PV diizleminde
ifadesidir. Daha ciddi yiik artislarina cevaben inotropik
hormonlar salgilanmasiyla e, yiikselir, béylece hem SV hem
de sistemik basinglarin yiikselmesi saglanir.

2.3 Kalp-damar sisteminin modellenmesi:

Kalp-Damar sistemi modelleri bilimsel veya teknik ihtiyaglara
¢6ziim bulmak amacryla gelistirilen matematiksel (analitik
veya sayisal) ya da fiziki (hidro-mekanik) simiilasyon
devreleridir. Sayisal ve fiziki modellerde, hayati 6neminden
dolay1 sol kalp ve sistemik sirkiilasyon mutlaka dahil
edilirken, sag kalp ve akciger dolasimi genellikle ihmal edilir.
Bilimsel/egitimsel amagla tasarlanan matematik modeller
genellikle fizyolojik ve patolojik mekanizmalart anlamak ve
bunlarin, hayvan deneyleri ve klinik ¢aligmalar oncesi, ¢esitli
farmakolojik girisimlere cevabini ¢oziimlemek amaciyla
tasarlanir [29-32]. Hidro-dinamik devreler ise, bilhassa kalp
kapagi protezleri [33] veya sol ventrikiil destek pompalarit
[34] gibi tibbi cihaz prototiplerinin performansini klinik éncesi
donemde degerlendirmek i¢in tasarlanip hayata gegirilir.

3. Yontem

Bu bolimde, ekibimiz tarafindan gelistirilmekte olan
modellerden biri ornek alinarak, sol kalp-sistemik dolasim
sisteminin analog elektrik devresinin tasarim ve devrenin
dinamik hareket denklemlerinin ¢ikarim stireci gosterilmistir.
Ik asamada, yalmzca sol kalp ve sistemik dolagimi kapsayan
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hidrolik sistem, Basing-Voltaj analojisi kullanimiyla basit bir
elektrik devresi olarak tasarlanmustir. fkinci asamada sistem
hareket denklemleri durum uzayinda ifade edilmistir.

3.1. Analog elektrik devre

Terminoloji sabit olmasa bile, genellikle sol kulak¢ik (left
atrium, LA), aort ve toplar damar hacimleri sabit sigaglar
(capacitance, C) ile; hidrolik damar direngleri ve kalp
kapakgiklari (¢ek valfler) ise, sirasiyla, elektrik direng (R) ve
diyotlarla gosterilir (Sekil 3). Degisken basing (P) ve debiler

q“‘TIcm
o
—{> ’\/Qa/\,qcém ’\/FX\, Py
qwl Q) Tau q‘l%&? chqi

Sekil 3: Kalp-Damar sisteminin analog devresi.

(damarlarda Q, sigaglarda q) yerine analog devrede, sirasiyla,
voltaj ve akim kullanilir. Sabit ve degiskenleri hacimsel
boélmelere gore tanimlayan alt simgeler ‘m’ ve ‘a’ (mitral ve
aort kapaklart), ‘A’ (aort) ve ‘V’ (toplar damarlar), ‘LA’ ve
‘LV’ (sol kulak¢ik ve karincik), ve ‘c’ (koroner damarlar)
olarak gosterilir. Modelin en karmasik parcasi olan, fakat ayni
zamanda orijinal bir benzetimin en 6zgiin yanim teskil eden
sol karincik (left ventricle, LV), genellike degisken bir sigag
(variable capacitance) olarak temsil edilir:

e () =C1(e) @7
Déngii stiresince sol karincigin basing-hacim iliskisi:
PLV (t) =€y (t) [VLV(t) - V()] (28)

formilii kullanilarak sabitlenir. Formiilde gorilen V, sifir
karmcik i¢ basincina tekabiil eden teorik karmncik hacmini
belirtir (Resim 2. de ESPVR ¢izgisinin hacim eksenini kestigi
nokta). Karincik elastansinin dongii iginde zamana bagh
olarak degisimi, en basitinden empirik verilerden egri
uydurma (curve fitting) yontemiyle belirlenebilir (verilen
ornekte oldugu gibi), veya daha karmasik modellerde
anatomik (miyokard icindeki fiber dizini) [35], hiicresel
(sarcomer mekanikleri) [36], molekiiler (actin, myosin, ATP,
vs) [37] veya iyonik (Ca™, Mg™, vs) [38] seviyelerdeki
mekanizmalardan ¢ikarilir.

Sistol esnasinda karincigm sikigmasi elastans, sistemik
damarlarin genislemesi ise komplians olarak gosterilmekle
beraber, diyastolde bu benzetimin tersi sdzkonusudur.
Karmcik genisleyerek kanla dolarken, arter duvarlar sikisarak
sigagta depoladig1 kani sisteme basmaya devam eder. Yalniz
arada 6nemli bir fark vardir: Siga¢ dolumlart (Sistolde arter,
diyastolde karincik) her zaman pasif olarak gergeklesirken,
sistolde karincigin sikismasi (contraction) aktiftir. Diyastolde
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arterlerin  sikismasi  ise, damar duvarlarindaki elastik
molekiillerin (collagen ve elastin) pasif bir yay gibi,
tizerlerindeki sistolik yiik kalkinca eski uzunluklarina
donmesiyle (elastic recoil) gergeklesir. Arteriyel elastans da
denklem 27 gibi ayn1 sembol (e,) ve ayni formiille gosterilir.
Yalnizca e, iki degiskenin ¢arpimi olsa bile sabit bir
parametredir ¢iinkii, sézkonusu degiskenlerin tanimlarindan,

e, = PA(t)VA‘l(t)
=[RuQ 1T Q] = Ry/T

yaklasik esitligi bulunabilir. Arteriyel elastansin daha tam bir
tanimi

(29)
(30)

__ Rr
e =
A _ta
tS+TA 1—e TA

olarak verilmistir [39]. Bu ifadede Ry ve 7 4 terimleri,
sirasiyla, toplam arteriyel direng (R, + R, ) ve arteriyel zaman

€2)

sabiti (R 4C ;) degerlerini tammlamaktadir. Arteriyel elastans

icin bir diger tanim da P-V diyagramindan elde edilebilir:

_ Prves

= (32)
Vives YLy ed

€a
Bu formiildeki “es” ve “ed” alt simgeleri sirasiyla sistol sonu
(Sekil 2, nokta 3) ve diyastol sonu (Sekil 2, nokta 1) anlarina
tekabiil etmektedir.

3.2. Analog devre dinamik denklemleri

Sistem hareket denklemlerini durum uzayinda belirlemek
amactyla, Durum Degiskenleri (state variables, x;), Sistem
Girdileri (kontrol parametreleri, u;) ve gerekiyorsa Ciktilart
(¥g); ayrica devre sabitlerinden olusan Sistem, [A], ve Kontrol
Matrisleri, [B],kullanilir:

[%;] = [Alx; + [Bly; (33)
Durum degiskenlerinin se¢imi serbest olsa da, ama¢ minimum
degiskenle maksimum izlenebilirlik saglamak olmalidir.
Ornekte durum degiskenleri pasif sigac voltajlari, kontrol
parametreleri ise sol karincik basinci ve koroner arter debisi
olarak belirlenmistir.

[x]=[Py Py PpAl"; [u] =[Py ad”
Son olarak Sistem ve Kontrol Matrisleri tanimlanmstir:

(34

1 1 1 1
&R R °
1 1 1 1 1
[ — (_ + _) —_ [
[A]= RpCy Ry Ry & Ryly
0 1 _ 1
RyCLa RyCLa
=X 0 0
Ra
T
e 0
[B]: B a f& 0 i
RACa Ca
4. Bulgular

Analog model sistemine girdi olarak empirik bir elastans
trasesi verildiginde elde edilen benzetimler S$ekil 4. de
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verilmistir. Burada, sol ventrikiil (mavi) ve aort (kirmizi)
basing egrileri ile sol ventrikiil hacim egrisi (yesil) st
grafikte; sol ventrikiil ve sol atriyum akis traseleri sol alt
grafikte goriilmektedir. Sag alt grafik ise PV diizleminde sol
ventrikiil dongiistinii gostermektedir. Kalp ritminin 60/dak
(dongii siiresi 1000 msan) olarak sabitlendigi durumda,
sistolik/diyastolik basinglar sol ventrikiilde 120/5 mmHg,
aortta 120/80 olarak verilmektedir. Ventrikiil hacminin 50-110
ml arasinda degistiginden hareketle, basma hacmi yaklasik 85
ml/vurus, ortalama kalp debisi ise 5 L/dak. nin biraz tizerinde
olarak hesaplanabilir. Model ¢iktilart Sekil 1. deki normal
fizyolojik verilerle karsilastirildiginda, bu sade tasarimla bile
gercege oldukea yakin benzetimler yapabildigi gériilmektedir.

160 T T T T T T T T
Ao

140+

— LV
Volume

Ny B S E——

600

1 1 L 1 1
0 100 200 300 400 500

) e

Sekil 4: Analog devre basing ve hacim ¢iktilar
5. Tartisma

Dolasim sistemini oldukea yiiksek dogrulukla simiile edebilen
bu gibi basitlestirilmis matematik benzetimler rahatlikla fiziki
(hidromekanik) modellerin kurulmasinda temel almabilir.
Oysa ki karmasik geribesleme mekanizmalarini igermemeleri
acisindan bu modellerin sistem i¢i ve dist bozucu etmenlere
cevab1 zayiftir. Ote yandan, aktif olarak fizyolojik kontrol
mekanizmalarini igeren sayisal modeller, girift (implicit) ve
cizgisel olmayan (non-linear) denklemleri igermeleri
acisindan, cogunlukla teoride kalirlar ve fiziki devre
tasarimina kolayca uygulanamazlar.'

Kalp-damar sisteminin evrimsel baskilardan gectigi ve durum
degiskeni degerlerini her kosulda optimal ve kararli bir
dengede sabitleyen kontrol mekanizmalar1 gelistirdigi
diistiniilebilir. Hatta bir adim ileri gidip sistemin tabiattaki her
dogal siire¢ gibi Asgari Eylem Ilkesine gére calistigi one
striilebilir. Yukarida bahsedilen fizyolojik gereksinim ve
kisitlarin, hiicresel ve hiimoral kontrol degiskenlerinin, ve

' Bu durumda, modeli sadelestirmek i¢in, dogrusal olmayan terimler
topluca bir matrisler ¢arpimu i¢inde ifade edilebilir, ve bu carpim
gerektiginde ya dogrusallastirilir yahut da tamamen ihmal edilebilir.

[%;] = [Alx; +[Blu; + [E][F]
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muhtemelen optimize edilen bir veya birden fazla “Eylem”
degerinin varlig1 kalp-damar sistemi modellemesi girisimlerini
ideal ve cazip bir Optimal Kontrol problemi haline
getirmektedir. Sonugta sayisal modellere Optimal Kontrol
prensiplerini dahil eden, 6rnegin Lagrange Carpanlar1 [40]
veya PMP [41-43] uygulamalar1 araciligiyla sol karmcik
hemodinamigini  ¢6ziimlemeyi amaglayan  ¢aligmalara
rastlanmaktadir.  Sinirli sayidaki bu calismalar, genellikle
elastans ¢ikarimini ve noro-hormonal geribesleme faktorlerini
ihmal ettiklerinden dolasim sisteminin ger¢ek¢i modelleri
olmaktan uzaktir. Literatiirdeki bu eksikligi kapatmak
amactyla  siiregelen ¢alismalarimizda Onerilen birtakim
stratejileri agagida siralayarak makaleyi sonlandiriyoruz.

5.1 Sistemin PMP ile optimizasyon stratejileri:

. Dongiiniin sadece sikigma siiresinde (b ve ¢ evreleri,
Sekil 2) aktif giic gerektigi icin (yukarida verilen Sistem
Matrisi, [A], formatinda oldugu gibi), mitral kapak iizerinde
(R,,) olusan gevseme dinamikleri optimizasyona dahil
edilmeyebilir. Boylece “Eylem”, (Amag¢ Fonksiyonali, fo,
teriminin entegrali), 6nce mitral kapagin, arkasindan da aort
kapaginin kapandig: anlar (Sekil 2’de sirastyla, t.g: Nokta 1 ve
tes: Nokta 2) arasinda gergeklesiyor varsayilir:

](xi,uj, t) = ftt:dszo fo(xl-,uj, t)dt (35)
Buna ilaveten, Eylemi Sabit Hacimde Sikisma (IVC) ve
Basma (Ejection) olarak iki ayri entegral halinde tanimlayan
PMP modelleri de olabilir. Dongiiniin periyodu (T) genellikle
belirlenmis olsa da, ty/ty oraninin optimize edilip edilmeyecegi
tercihe baglidir. Sabit periyod i¢inde optimal bir sikigma siiresi
(tes) belirlenecekse, baslangigta Eylem siiresi ve durum
degiskenlerinin bitig degerleri bilinmiyor demektir. Yukarida
deginildigi gibi bu bir “Free Time-Free End Points” problemi
olarak degerlendirilir. Kuramin “transversality condition*
6zelligi uyarinca bu durumda, degiskenlere atanan Lagrange
Carpanlarinin bitis degeri A(T) = 0 olarak segilmelidir [44].
Metabolik ve fizyolojik gereklilikler, kisit denklemi kabul
edilerek sistemin dinamik denklemleri arasina katilabilir. Kisit
kosulu, bu duruda, degiskenin sinir sartlariyla belirtilmelidir.
Ornegin, Vi y durum degiskeni kabul edilirse

Viv =day =Qa— Qy (36)
Vi ==Qu =51 P+ Py (37

a
denkleminde, diyastoliin ihmal edilmesi ve Eylem siiresince
karinciga kan dolmamast, Q; 4 = 0 kabuliiyle dolayli olarak
belirtilmis olur. Bunun yaninda verilen sinir sart1 da

Vv =te@) =Viyeq (38)
baslangi¢c kosulunu sabitlemektedir. Degiskenin bitis degeri

Vgt =ted =Vipes (39
ise, V| s i¢in optimal deger heniiz hesaplanmadigi igin bu
asamada belirlenemez ve Ay 1(T) = 0 olur.

. Eylem’in entegrandini olusturan Amag fonksiyonali,
maksimize veya minimize edilmesi gereken dongii boyunca
yapilan Is (Stroke Work, SW veya Verim gibi performans
gostergelerinden biri olarak segilir. Ornegin, sol karmcik
dongii verimi, (Yapilan Is)/(Giren Enerji) oramma esittir.
Yapilan is, SW, P-V diizleminde dongii i¢inde kalan alana
esittir. Giren Enerji’nin ise, yine ayni diizlemde Pressure-
Volume Area (PVA) olarak adlandirilan ve V(-P-Pp-Veg
noktalar1 arasinda kalan alanla dogru orantili olarak arttig
empirik olarak gosterilmistir [45].

MVo, = a PVA (40)
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Denklemde MV ¢, miyokard oksijen ihtiyact (1 ml O,= 20 J),
a ise empirik bir sabittir (a =1.8x10"mL O2/mmHg-mL).

. Tiirevsel ifadeyle gosterilemedigi igin sistemin
dinamik denklemleri arasina katilamayan kisit sartlari varsa
bunlar, Eylem’in maksimize ya da mimimize edildigine dikkat
etmek sartiyla, birer ceza/ddiil fonksiyonu ( + Penalty
Function) olarak Ama¢ Fonksiyonalina eklenebilir. Ornegin,
daha once izah edildigi gibi, sistol siiresi gereginden fazla
uzarsa diyastol kisalacagindan, miyokardin yeterince
beslenmesine zaman kalmayabilir. Bunu énlemek i¢in, q.’nin
yani tgnin maksimizasyonu kistas olarak tanimlanabilir.
Yukarida verilen 6rnekte ty Eylem simirlart i¢ine almmamis
olsa dahi, aynt amaca t,’nin minimizasyonu ile ulasilabilir.
Oysa t; kisalirsa, kani viicuda basmak igin tanmnan siire
azalacak, sonucta SV diisecek, bu da CO’nun yeterli diizeyde
sabit tutulmasi kistasiyla g¢elisecektir. Bu sorunu ¢6zmek igin
SV’nin artmasi pozitif, q.’nin artmasi ise negatif katsayili (her
ikisi de t, cinsinden) birer Penalty Function olarak tanimlanir,
ve bunlar Ama¢ Fonksiyonuna dahil edilirse, PMP her iki
kistasin da agirliklarina gére dikkate alinacagi optimal bir ty/ty
orani belirleyecektir.

. Modelin her tiirlii metabolik sart altinda durum
degiskenlerini fizyolojik smirlarda tutmasi gerekmese de,
modiiler bir tasarimla bu amaca miimkiin oldugunca
yaklagilabilir. Boyle bir model, kontrolérleri gitgide agirlagsan
fiziki aktivite kosullarina cevap vermek iizere tandem olarak
devreye sokacak bir algoritmayla siiriilebilir. Ayrica gesitli
fizyolojik patolojileri (yliksek tansiyon, koroner damar
hastalig1, kalp yetmezligi, konjenital anomaliler, vs) simiile
eden kontrolorler de kullanilabilir.

. Gorece basit modeller, chronotropic ve inotropic
mekanizmalara gerek duyulmaksizin, sadece Frank-Starling
mekanizmasini, yani normal veya hafif fiziki aktivite
seviyelerini simiile edebilir. Bu durmda R, HR ve ey
parametrelerinin degismedigi kabul edilerek bir
sadelestirmeye gidilir. Kalp ritmi (dolayisiyla dongii periyodu,
T) ve sistemik arter direnci sabitlendigine gore arteriyel
elastans (e,) da sabit kabul edilebilir. Frank-Starling tipi yiike
bagimli (load-dependent) modellerde, en énemli bozucu etken
(disturbance) olarak sol karincigin on-yiikii (preload) alinir.
On-yiik terimi, miyokardin tam kasilmaya baslayacag esnada
tagimasi gereken yiiki belirtir ve, dogal olarak, dongii sonu
itibariyle sol karinciga donen toplam kan hacmi (V;, .4 ya da
kisaca EDV) olarak tanimlanir.

“Eylem” miktariimn optimizasyonu, EDV’nin denge degerine
eristirilmesi ve/veya bu deger civarindaki kiiciik degisimlere
(dEDV) gére yeni bir denge tesis edilmesi (Frank Starling)
stratejisine gore tasarlanir. Burada orijinal bir yaklasimla,
Ceza/Odiil Fonksiyonlari, sirastyla, q. ve SV’nin EDV’ye gore
tiirevleri olarak tanimlanabilir. SV’nin maksimum yiikselmesi
ESV’nin maksimum azalmasini gerektirdiginden, bir olasilikla
da, ESV’nin EDV’ye gore tiirevi maksimize edilip Ceza
Fonksiyonu olarak Amag¢ Fonksiyonalina dahil edilebilir.

. Inotropic/chronotropic mekanizmalar modele dahil
edilmedi ise, ve EDV haddinden fazla artinca Frank-Starling
mekanizmast yetersiz kaliryorsa, sistemin kalp yetmezligi
patolojisini simiile ettigi diisiintilebilir.

Sol karmncik elastansinin analitik olarak tretildigi, veriminin
PMP ile optimize edildigi, ve nérohormonal geribesleme
mekanizmalartyla kontrol edilen bir kalp-damar sistemi
benzetim modeli gelistirme ¢aligmalarimiz yukarida siralanan
bu stratejiler dogrultusunda devam etmektedir.
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